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摘要: Hill模型用于面心立方单晶的弹塑性变形, 在描述屈服特性的晶向相关性时精度不高。考虑正交各向

异性材料在偏轴受载时存在拉、剪应力耦合效应的影响, 通过增加一项由应力偏张量分量的二次项乘积构成

的应力不变量, 对Hill屈服模型进行修正,并根据单晶合金的屈服特点提出了新的单晶合金屈服准则。用该屈

服准则对 DD3 单晶合金的屈服应力进行预测, 760℃时能很好地符合试验结果;与 Hill屈服准则比较, 预测精

度显著提高。在此基础上, 重新定义了适合新屈服准则的等效应力, 并由联合流动法则,以屈服函数作为塑性

势函数, 采用等向硬化模型,建立了单晶合金的弹塑性本构模型,推导出相应的弹塑性矩阵。对于各向同性材

料, 新屈服准及其等效应力则退化为 Von M ises 屈服准则和其相应的等效应力。
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Abstract: The correlat ion of cry stal orientat ion to yield characterist ic of FCC single crystal

is not good when Hill' s ( 1948) yield criterion is used to describe the elast ic-plast ic deformat ion of

FCC sing le crystal. T aking into account the effects that the components of tension stress are cou-

pled w ith components of torsion stress w hen of f-axis loads are applied to orthotropic material,

Hill's yield criterion for plastically orthotropic solids is modif ied by adding an invariant w hich is

composed of quadrat ic product item of components of dev iatoric st ress tensor, as a results, a new

yield criterion for single crystal Nickel-based superalloy is put forw ard in the present paper in

terms of the characteristics of sing le crystal Nickel-based superalloy . Using the new criterion to



predict the yield stresses of sing le cry stal Nickel-based superalloy DD3, the correlation to experi-

ments is v ery good and more accurate than that of Hill' s at 760℃. Equivalent st ress adapted to

the new criterion is def ined. Thinking of the yield funct ion as a plast ic potent ial funct ion from the

associated f low rule and w ith reference to the isotropic hardening model, the elast ic-plastic const i-

tutive model for single crystal Nickel-based superalloy is const ructed and the corresponding elas-

tic-plast ic matrix is educed. New yield criterion and its equivalent st ress w ill be reduced to Von

Mises yield criterion and corresponding equivalent st ress for isotropic material.

Key words: aerospace propulsion system ; single crystal superalloy ; orthot ropy;

yield criterion; elast ic-plastic const itut ive model

　　镍基单晶高温合金因其优越的高温抗疲劳、

抗蠕变性能, 成为航空发动机热端部件的重要材

料。研究单晶合金的高温力学性能,其中本构模型

的研究是一个重点。由于单晶合金力学行为的各

向异性,增加了单晶合金本构关系研究的难度。已

经开展的单晶合金本构模型研究概括起来可以分

为两大类
[ 1～8]

:其一是基于材料细观塑性理论的

晶体滑移本构模型研究, 其二是基于宏观实验现

象的唯象连续本构模型研究。前者从滑移系的激

活和滑移规律出发,前提是必须准确掌握滑移规

律。由于滑移规律本身非常复杂, 对外界条件敏

感,所建立的模型中包含许多与滑移系相关的材

料常数,需做大量复杂的试验,特别是至今尚缺乏

一种好的方法来确定反映滑移系之间相互作用的

潜硬化系数, 因此在工程实际应用中受到一定的

限制。而唯象连续本构模型因其计算比较简单, 在

工程实际中用于真实构件的结构强度和寿命的初

步计算时,仍受到欢迎。在进行正交各向异性材料

的弹塑性分析时,由 Hill R于 1948年提出的 Hill

屈服模型[ 9] , 因其简单实用, 受到较为广泛的应

用,但其不足之处是模型没有考虑正交各向异性

材料在偏轴受载时存在拉、剪应力耦合,因而在描

述单晶材料屈服特性的晶向相关性时精度不高。

本文提出了一个考虑拉、剪应力耦合能量分量的

单晶合金屈服准则,经过试验验证具有较高的精

度。在此基础上,建立单晶合金的弹塑性本构方

程,并推导出相应的弹塑性矩阵。

1　单晶合金的弹性本构关系

　　对于正交各向异性材料,由线弹性连续介质

的广义虎克定律可得:

{�} = [ S ] {�} ( 1)

式( 1)中:

{�} = [ �11　�22　�33　�23　�31　�12] T

{ �} = [ �11　�22　�33　 23　 31　 12] T

[ S]为 6×6的柔度矩阵。镍基单晶材料是正交各

向异性材料的一个特例, 3 个晶轴方向 [ 001] ,

[ 010] , [ 100]具有同等的力学行为。取材料主轴为

坐标轴,则:

[ S ] =

S11 S12 S 12 0 0 0

S12 S11 S 12 0 0 0

S12 S12 S 11 0 0 0

0 0 0 S44 0 0

0 0 0 0 S44 0

0 0 0 0 0 S44

( 2)

式( 2)中, S11= 1/ E, S44= 1/ G, S12= - !/ E。将式
( 1)用张量表示,写成增量形式:

d�e
ij = S ij kl d�kl ( 3)

2　单晶合金的塑性本构关系

2. 1　屈服准则和等效应力

　　文献[ 10]提出了一种单晶合金的屈服准则,

它通过增加一项应力不变量来考虑单晶合金偏轴

受载时存在的拉、剪应力耦合效应:

∀ = �2S = A [ ( �22 - �33) 2 + ( �33 - �11 ) 2 +

( �11 - �22) 2 ] + B( �223 + �231 + �212) +

C( �223�211 + �231�222 + �212�233 ) ( 4)

　　从式( 4)中的第 3项可以看出,这项应力不变

量仅包含了 3个剪应力分量与对应的 3个正应力

分量的耦合效应。实际上每一个剪应力分量均与

3个正应力分量产生耦合效应,因此,上式在考虑

拉、剪应力耦合效应时还不够充分。由塑性力学原

理可知,应力偏张量与材料的塑性变形密切相关,

因此可以设想单晶合金的屈服函数是由若干应力

偏张量的不变量的线性组合构成。根据单晶合金

的屈服特性,假设: ( 1)忽略静水压力对材料屈服

应力的影响(对金属材料而言,实验证明静水压力
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对材料屈服影响可以不考虑 [ 11] ) ; ( 2)忽略包辛格

效应,材料拉伸和压缩性能相同(单晶合金具有立

方对称结构,其主要变形机制是滑移,它沿正、反

两个方向的作用近似相等
[ 12]
) ; ( 3)单晶合金沿材

料主轴[ 100] , [ 010]和[ 001]方向的性能相同。由

以上假设,材料的屈服函数可表示为:

∀ = �2S = a( S2
x + S

2
y + S

2
z ) +

b( S
2
yz + S

2
z x + S

2
x y) +

c( S2
yzS

2
x + S

2
zx S

2
y + S

2
x yS

2
z ) ( 5)

式中的 a, b 和 c为与温度相关的材料各向异性参

数, S ij为应力偏张量,等式右边的各项均为应力偏

张量的不变量, 第 3项用来考虑材料在偏轴受载

时产生的拉、剪应力耦合作用。将应力偏张量用应

力分量表示,并取 A = a/ 6, B= b, C= c/ 9则式( 5)

变为:

∀ = �2S = A [ ( �22 - �33) 2 + ( �33 - �11 ) 2 +

( �11 - �22) 2 ] + B ( �223 + �231 + �212) +

C[ �223 ( 2�11 - �22 - �33 ) 2 +

�231( 2�22 - �11 - �33 ) 2 +

�212 ( 2�33 - �11 - �22 ) 2] ( 6)

式中, �ii为材料主轴方向的正应力; �ij为材料主轴

方向的剪应力。比较式( 4)与式( 6) ,可知后者右边

的第 3项中包含了每一个剪应力分量与其它 3个

正应力分量的耦合效应, 充分考虑了单晶合金偏

轴受载时存在的拉、剪应力耦合效应。若令C= 0,

则( 6)式退化为 Hill屈服准则。对各向同性材料,

S [ 001] = S [ 111] = S [ 011] = �S , 可得 A = 1/ 2, B= 3, C=

0。将这些数值代入式( 6)得:

∀ = �2S = 1
2
[ ( �22 - �33) 2 +

( �33 - �11) 2 + ( �11 - �22) 2 ] +

3( �223 + �231 + �212) ( 7)

这就是 Von Mises屈服准则。为了确定在复杂应

力状态下单晶合金是否进入屈服, 为进一步进行

构件的弹塑性应力分析提供依据,定义由式( 6)确

定屈服函数的单晶合金的等效应力为:

�- = {A [ ( �22 - �33) 2 + ( �33 - �11) 2 +

( �11 - �22) 2 ] + B( �223 + �231 + �212) +

C[ �223( 2�11 - �22 - �33 ) 2 +

�231( 2�22 - �11 - �33 ) 2 +

�212 ( 2�33 - �11 - �22) 2] } 1/ 2 ( 8)

　　用最小二乘法拟合式( 8)中的各向异性参数,

对 DD3单晶合金的屈服应力进行预测,计算结果

与材料数据[ 13]对比见表 1。

用 Hill屈服准则预测 DD3单晶合金的屈服

应力,计算结果见表 2[ 10]。

由表 1和表 2的结果看出, 用本文提出的单

晶合金屈服准则计算 DD3单晶合金的屈服应力,

在 [ 001]方向上与试验值完全吻合, 在 [ 111] ,

[ 112]和 [ 011] 3 个方向上的误差很小, 温度为

760℃时[ 011]和[ 112]方向的屈服应力,与 Hill模

型相比, 误差分别降低 8. 98%和 6. 41%, 预测精

度显著提高。

表 1　新屈服准则预测 DD3 单晶合金屈服应力

Table 1　New yield criterion predict the yield stress of single crystal DD3

温度/℃ 950 850 760

A

B

C×10- 4

0. 5

2. 930 5

- 1. 298

0. 5

2. 655 9

0. 008 6

0. 5

3. 584 4

- 1. 094 4

S [001] / MPa

S [011] / MPa

S [111] / MPa

S [112] / MPa

试验值

525

490

510

530

计算值

525

496. 17

518. 89

512. 47

误差/ %

0

1. 26

1. 74

- 3. 31

试验值

870

840

830

809

计算值

870

832. 48

818. 58

831. 98

误差/ %

0

- 0. 89

- 1. 37

2. 84

试验值

915

899

1 030

880

计算值

915

876. 23

1 000. 2

946. 38

误差/ %

0

- 2. 53

- 2. 89

7. 54
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表 2　Hill 屈服准则预测 DD3 单晶合金的屈服应力

Table 2　Hil l's yield criterion predict the yield stress of single crystal DD3

温度/℃ 950 850 760

S [001] / MPa

S [111] / MPa

S [011] / MPa

S [112] / MPa

试验值

525

510

490

530

计算值

525

510

513. 79

513. 79

误差/ %

0

0

4. 85

- 3. 1

试验值

870

830

840

809

计算值

870

830

840. 18

840. 18

误差/ %

0

0

0. 021

3. 84

试验值

915

1 030

899

880

计算值

915

1 030

1002. 5

1002. 5

误差/ %

0

0

11. 51

13. 95

2. 2　塑性本构关系

　　根据Druker 公设,塑性应变增量可表示为:

d�p
ij = d# �∃� �ij

当 ∃= 0且 � ∃� �ij
d�ij = 0时 d#≥ 0

当 ∃< 0或 ∃= 0

但
� ∃
� �ij

d �ij < 0时 d#= 0

( 9)

其中, ∃为塑性势。在 Drucker 公设成立的前提下,

由联合流动法则, 取塑性势等于屈服函数, 有:

∃= �-2 - �2S = 0

式中 �S 为材料的屈服极限。上式代入式( 9) , 得:

d�p
ij = 2d#�- � �

-

� �ij
( 10)

式中, d#> 0为非负比例系数。为了确定系数 d#,
需要引入关于材料应变硬化的假设。对于硬化材

料,当其进一步产生塑性变形时,需要消耗一定的

塑性功,用 dw p 表示塑性功增量,则有:

dw p = �ij d�p
ij

　　将式( 10)代入上式,得:

d wp = 2d#�ij
� �-
� �ij

�-

( i , j = x , y , z ) ( 11)

同时,若用 d�-p 表示等效塑性应变增量,那么还存

在: dw p = �-d�-p ( 12)

比较式( 11)和式( 12) , 可得:

2d#=
1

�ij
� �-

� �ij

d�-p　( i, j = x , y , z) ( 13)

由材料拉伸和压缩性能相同的假设, 采用等向硬

化模型,硬化条件为:

�-= H ∫d�-p

微分上式得:

d�- = H′d�-p　或　d�-p = d �-

H′
( 14)

其中, H′为等向硬化模量。将式( 14)代入式( 15)

得: 2d#=
d �-

�ij
� �-

� �ij
H′

( i , j = x , y , z ) ( 15)

由式( 8)可得 � �-/ � �ij的各分量为:

� �-
� �11 =

1

�-
A ( 2�11 - �22 - �33 ) +

C[ 2�223 ( 2�11 - �22 - �33 ) - �231 ( 2�22 - �33 - �11) - �212 ( 2�33 - �11 - �22) ]

� �-

� �22 =
1

�-
A ( 2�22 - �33 - �11 ) +

C[ 2�231 ( 2�22 - �33 - �11 ) - �212 ( 2�33 - �11 - �22) - �223 ( 2�11 - �22 - �33) ]

� �-

� �33 =
1

�-
A ( 2�33 - �11 - �22 ) +

C[ 2�212 ( 2�33 - �11 - �22 ) - �223 ( 2�11 - �22 - �33) - �231 ( 2�22 - �33 - �11) ]

� �-
� �23 =

1

�-
[ B�23 + C�23( 2�11 - �22 - �33 ) 2 ]
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� �-

� �31 =
1

�-
[ B�31 + C�31( 2�22 - �33 - �11 ) 2 ]

� �-
� �12 =

1

�-
[ B�12 + C�12( 2�33 - �11 - �22 ) 2 ] ( 16)

�ij
� �-

� �ij
= �11 � �

-

� �11 + �22 � �
-

� �22 + �33 � �
-

� �33 + �23 � �
-

� �23 + �31 � �
-

� �31 + �12 � �
-

� �12 = �-

( i, j = x , y , z ) ( 17)

将式( 17)代入式( 15) , 得:

2d#= d�-
H′�-

将上式代入式( 10) ,并考虑式( 14)后,可得:

d�p
ij =

1
H′
� �-
� �ij

d�- ( 18a)

d�p
ij =

� �-
� �ij

d�-p ( 18b)

其中 � �-/ � �ij由式( 16)确定。式( 18)就是基于式

( 8)导出的单晶材料的塑性本构方程。

3　单晶合金的弹塑性本构关系

　　因为 d�ij= d�e
ij+ d�p

ij , 将式( 3)和式( 18)合并

得到单晶材料的弹塑性本构方程:

d�ij = S ij kld�kl +
1

H′
� �-

� �ij
d�-

d�ij = S ij kld�kl +
� �-

� �ij
d�-p

( 19)

4　单晶合金的弹塑性矩阵

　　设:

　　　　　　　d {�} =

[ d �11　d�22　d�33　d�23　d�31　d �12] T

　　　　　　　d {�} =

[ d�11　d�22　d�33　d 23　d 31　d 12 ] T

( 20)

分别为应力增量与应变增量向量。材料进入塑性

后,应力—应变关系可用矩阵方程表示为:

d{�} = [ C] ep d{�} ( 21)

式中, [ C] ep为弹塑性矩阵。下面来具体推导[ C] ep。

全应变增量可表示为弹性应变增量与塑性应

变增量之和:

d {�} = d {�e} + d {�p } ( 22)

因此:

d{�} = [ C] ( d {�} - d{�p } ) ( 23)

其中[ C] = [ S]
- 1为弹性矩阵。在( 23)式两边同时左乘 � �-

� �

T

,得:

� �-
� �

T

d{�} = � �-
� �

T

[ C] ( d{�} - d{�p } ) ( 24)

因为:

d�- = � �-
� �11 d�11 + � �-

� �22 d �22 + � �-
� �33 d�33 + � �-

� �23 d�23 + � �-
� �31 d�31 + � �-

� �12 d�12 = � �-
� �

T

d {�}

利用式( 14) , 有: � �-
� �

T

d{�} = H′d�-p

则式( 24) 可化为: H
′
d�-p = � �-

� �

T

[ C] d {�} - � �-

� �

T

[ C]
� �-

� � d�-p

由此即得等效塑性应变增量与全应变增量的关系式:

d�-p =

� �-

� �

T

[ C]

H′+
� �-

� �

T

[ C]
� �-

� �

d{�} ( 25)

将式( 25)代入到式( 18b)得:

d{ �} p =

� �-

� �
� �-

� �

T

[ C]

H′+
� �-

� �

T

[ C]
� �-

� �

d{ �} ( 26)
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将式( 26)代入到式( 23)得:

d{ �} = [ C] -

[ C]
� �-
� �

� �-
� �

T

[ C]

H′+ � �-
� �

T

[ C] � �
-

� �

d {�} ( 27)

比较式( 27)与式( 21) , 可得弹塑性矩阵为:
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下面给出[ C] ep的显式表达式。由式( 8)可得:
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[ �′11　�′22　�′33　�′23　�′31　�′12 ]

其中:

　　　　　　　　　�′11 = A ( 2�11 - �22 - �33 ) +
C[ 2�223 ( 2�11 - �22 - �33) - �231 ( 2�22 - �33 - �11) - �212 ( 2�33 - �11 - �22) ]

　　　　　　　　　� �′22 = A ( 2�22 - �33 - �11 ) +

C[ 2�231 ( 2�22 - �33 - �11) - �212 ( 2�33 - �11 - �22) - �223 ( 2�11 - �22 - �33) ]

　　　　　　　　　�′33 = A ( 2�33 - �11 - �22 ) +

C[ 2�212 ( 2�33 - �11 - �22) - �223 ( 2�11 - �22 - �33) - �231 ( 2�22 - �33 - �11) ]

� �′23 = B�23 + C�23( 2�11 - �22 - �33 ) 2

� �′31 = B�31 + C�31( 2�22 - �33 - �11 ) 2

� �′12 = B�12 + C�23( 2�33 - �11 - �22 ) 2

而:
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S4 = G�′23　,　S5 = G�′31　,　S6 = G�′12
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塑性矩阵可表示为:
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则弹塑性矩阵为: [ C] ep = [ C] - [ C] p ( 30)

5　结　论

　　( 1) 由应力偏张量分量的二次项乘积构成的

应力不变量考虑正交各向异性材料在偏轴受载时

存在的拉、剪应力耦合效应,对 Hill屈服准则进行

修正,根据单晶合金的屈服特点,提出工程上实用

的新单晶合金屈服准则。

( 2) 新屈服准则中的各向异性参数可通过 3

个不同取向的单向拉伸试验确定。用该屈服准则

对 DD3单晶合金的屈服应力进行预测, 760℃时

能很好地符合试验结果;与 Hill屈服准则比较, 预

测精度显著提高,能够更好地描述单晶合金屈服

特性的取向相关性。

( 3) 根据新屈服准则,重新定义了等效应力。

若不考虑拉、剪应力耦合的能量分量,新屈服准则

及其等效应力的退化形式与 Hill屈服准则用于单

晶合金的形式相同;对于各向同性材料,新屈服准

则及其等效应力退化为 von M ises屈服准则和相

应的等效应力。

( 4)由联合流动法则,采用等向硬化模型, 建

立了单晶合金的弹塑性本构模型, 并导出相应的

弹塑性矩阵。
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